MATHEMATIQUES

Maitriser le théoreme de Thales

Une fiche d’exercices pour reconnaitre la configuration, écrire les rapports, distinguer direct et réciproque

(1) POURQUOI CETTE FICHE ?

Le théoréeme de Thales est un outil puissant, mais sa mise en (oe)uvre exige de la rigueur a plusieurs
niveaux. Il faut savoir reconnaitre la configuration sans se laisser piéger par 1'orientation ou la forme de
la figure (configuration en triangle, mais aussi en papillon). Il faut écrire les rapports correctement, sans
mélanger les longueurs portées par les deux sécantes. Il faut vérifier les conditions d’application (alignement
des points, parallélisme des droites) au lieu d’appliquer le théoreme mécaniquement. Et il faut distinguer
ce que l'on démontre : une longueur (théoreme direct), un parallélisme (réciproque), un non-parallélisme
(contraposée).

Cette fiche aborde le théoréme de Thales en proposant une rédaction-type stable, en variant systématique-
ment les configurations, et en démasquant les erreurs les plus tenaces.

(2 UNE SITUATION MOTIVANTE

Remarque 1 (Mesurer une distance inaccessible). Un usage historique du théoréme de Thalés est de mesurer
des distances inaccessibles. Imaginons que 1'on veuille connaitre la largeur d’une riviere sans la traverser.
On peut placer trois alignements de points soigneusement choisis, mesurer ce qui est accessible, et utiliser le
théoreme pour calculer ce qui ne I’est pas.

C’est dans ce type de probleme que le théoreme prend tout son sens : il transforme une mesure impossible
en un calcul élémentaire a partir de mesures accessibles. Avant d’apprendre a manipuler la formule, il est
utile de garder en téte a quoi elle sert.

m Hauteur d'un arbre Pour mesurer la hauteur d"un arbre sans le couper, on place un piquet
vertical de 1,5 m de haut a une certaine distance de I’arbre. Un observateur, allongé au sol, voit le sommet du
piquet et le sommet de 1’arbre alignés selon une méme droite passant par ses yeux. Il mesure les distances
suivantes :

¢ de ses yeux jusqu’au pied du piquet:2m;

* de ses yeux jusqu’au pied de I’arbre : 14 m.

Le piquet et I’arbre sont paralleles (tous deux verticaux). Calculer la hauteur de I’arbre, a 0,1 m pres.

(3) LA CONFIGURATION DE THALES

Remarque 2 (Deux configurations a reconnaitre, pas une). Le théoreme de Thales s’applique dés qu’on a
deux droites sécantes en un point A, et deux droites paralléles coupant ces sécantes. Selon la position des
paralléles par rapport au point A, deux configurations apparaissent.

Configuration en triangle. Les deux paralleles sont du méme c6té du point A. Les sécantes partent de A et
coupent successivement la premiére paralléle (en M et N), puis la deuxiéme (en B et C).

Configuration en papillon. Les deux paralleles sont de part et d’autre du point A. Les sécantes se croisent
en A, et coupent une parallele d'un c6té, 1'autre paralléle du coté opposé.
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Dans les deux cas, le théoreme donne la méme proportionnalité :

AM AN _MN
AB ~ AC ~ BC'

Mais l'orientation visuelle est différente. Reconnaitre les deux configurations est indispensable pour ne pas
étre pris au dépourvu par une figure non standard.

Tri%gle M Papillon

m Triangle ou papillon ? Pour chaque description, indiquer s'il s’agit de la configuration en
triangle ou en papillon.

a) Deux droites se coupent en A ; une paralléle a (BC) coupe les deux sécantes en deux points situés entre
A et la parallele (BC).

b) Deux droites se coupent en A ; deux paralléles entre elles sont situées de part et d’autre de A.
¢) Dans un triangle ABC, on trace une parallele a (BC) qui coupe [AB] et [AC] en M et N.

d) Deux segments [BC] et [MN] sont paralleles, et les segments [BM] et [CN] se coupent en A situé entre
eux.

@ CALCULER UNE LONGUEUR (THEOREME DIRECT)

Remarque 3 (Une rédaction-type a apprendre). La rédaction du théoreme direct suit toujours les mémes

étapes. Lapprendre comme un schéma stable permet de I'appliquer sans hésiter, quelle que soit la figure.
1. Identifier le sommet commun aux deux sécantes (souvent appelé A).
2. Vérifier que les points sont bien alignés sur chaque sécante : A, M, B d"une part ; A, N, C d’autre part.
3. Vérifier que les droites (MN) et (BC) sont paralléles.

AM AN MN

AB ~ AC BC’

5. Choisir les deux rapports utiles, écrire 1'égalité, résoudre.

4. Ecrire les trois rapports égaux :

. e . s aey AM AN . )
Erreur classique : I'inversion des rapports. L'éleve écrit AC - Ag mélangeant les longueurs portées
par les deux sécantes. La regle est : dans un méme rapport, on ne mélange jamais les sécantes. Toutes les
longueurs au numérateur portent une lettre commune (souvent A), et le dénominateur de chaque fraction

porte la méme sécante que son numérateur.

Calculer une longueur dans une configuration triangle Dans un triangle ABC, on place M sur
[AB] et N sur [AC] tels que (MN) est parallele a (BC). On donne AM = 3, AB =8, AC =12et BC = 14.

a) Identifier la configuration et énoncer les conditions du théoréme.

)
b) Ecrire les trois rapports égaux.
¢) Calculer AN.
d) Calculer MN.
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Calculer dans une configuration papillon Les droites (BM) et (CN) se coupent en A. On a
(BC) paralléle a (MN), et les longueurs suivantes : AB =4, AM =6, BC =5, AC =7.

a) Vérifier que la configuration est celle de Thaleés en papillon.
b) Ecrire les trois rapports égaux.

¢) Calculer AN.

d) Calculer MN.

m Démasquer l'inversion des rapports Voici la production d'un éleve. Dans la configuration en

triangle de 1’exercice précédent, il écrit :
AM AN

AC ~ AB’
a) Identifier précisément l'erreur.

b) Donner I’écriture correcte.

(5) DEMONTRER UN PARALLELISME (RECIPROQUE)

Remarque 4 (La réciproque du théoréme de Thalés). La réciproque permet de démontrer qu'une droite est
parallele a une autre. Elle s’énonce ainsi.

Réciproque. Si les points A, M, B sont alignés dans cet ordre, si les points A, N, C sont alignés dans cet
_ AM AN . N

ordre, et sil’'on a B - AC alors les droites (MN) et (BC) sont paralleles.

Attention : ’ordre d’alignement importe. La réciproque suppose que M est entre A et B (ou que A est entre

M et B pour la configuration papillon, mais avec cohérence). Sans cette condition, 1’égalité de rapports ne

suffit pas a conclure au parallélisme.

Rédaction-type. On commence par calculer séparément les deux rapports, on compare, et 'on conclut. Le

calcul des deux membres comme des fractions distinctes (et non en posant 1’égalité a priori) est essentiel.

m Paralléle ou non ? Pour chaque configuration, dire si (M N) est parallele a (BC). Justifier par la
réciproque ou la contraposée du théoréme de Thales.

a) A, M, B alignés dans cet ordre avec AM = 4, AB =10; A, N, C alignés dans cet ordre avec AN = 6,
AC =15.

b) A, M, B alignés avec AM =5, AB=8;A, N, C alignés avec AN =7, AC = 12.
c) A, M, B alignés avec AM =3, AB=9;A,N, C alignés avec AN =4, AC = 12.
d) A, M, B alignés avec AM =2, AB =5;A, N, C alignés avec AN =3, AC = 8.

S WS Démasquer la confusion direct/réciproque Voici deux productions d’éleves. Pour chacune,
dire si elle est correcte. Sinon, identifier I’erreur de logique.

a) « Dans le triangle ABC avec M sur [AB] et N sur [AC], ona AM = 3, AB = 8, AC = 12. Comme

A A
(MN) / (BC), le théoreme de Thalés donne A—A; = %, donc AN =4,5.»
. . . AM AN R X 1
b) « Dans la méme configuration, on a a8 - ac dong, par le théoreme de Thales, (M N) est paralléle a

(BC). »
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(6) POUR S’AUTO-EVALUER

Remarque 5 (Cing questions a se poser). Avant et pendant l'usage du théoreme de Thaleés, prendre
I'habitude de se poser ces cinq questions.

* Quelle configuration vois-je : triangle ou papillon ?
¢ Les conditions sont-elles réunies (alignement des points, parallélisme des droites) ?

¢ Lorsque j'écris les rapports, ai-je bien gardé chaque sécante de bout en bout (numérateur et dénomina-
teur sur la méme sécante) ?

¢ Suis-je en train d’utiliser le théoréme direct (calculer une longueur), la réciproque (démontrer un
parallélisme) ou la contraposée (démontrer un non-parallélisme) ?

¢ Ma rédaction nomme-t-elle clairement le théoreme invoqué et énumere-t-elle les hypothéses utilisées ?
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