MATHEMATIQUES

Maitriser la fonction logarithme

Une fiche d’exercices pour calculer avec le logarithme, résoudre les équations ou
I'inconnue est en exposant et étudier une fonction

Fiche de cours : La fonction logarithme népérien.

(1) POURQUOICETTE FICHE?

Le logarithme népérien est la fonction réciproque de 'exponentielle : In x est 'exposant a donner a e pour obtenir x.
Les éleves le manipulent souvent avec des regles inventées par analogie, comme In(a + b) = Ina + In b, ou oublient
qu’il n’est défini que pour des nombres strictement positifs. Cette fiche démonte ces automatismes et installe les bons :
passer d’'une écriture exponentielle & une écriture logarithmique, utiliser les propriétés du produit, du quotient et de
la puissance, résoudre une équation ou une inéquation en respectant le domaine, puis dériver et étudier une fonction
ou intervient le logarithme.

@ PASSER DE LEXPONENTIELLE AU LOGARITHME

Remarque 1 (La définition, dans les deux sens). Pour x > Oetyréel,lnx =y <= x =¢Y.Donclnl =0,Ilne =1,
el"¥ = x (pour x > 0) etIn (e¥) = y (pour tout y).

4 N\
m Traduire dans les deux sens

a) Compléter a I'aide de la définition : €% ~ 7,39, doncIn 7,39 ~ ...; e’ = 1,doncIn... = ...;In20 ~ 3, donc

e" =X ...

b) Résoudree* = 10,e* = 1,lnx = —1 etIlnx = 0 (valeurs exactes, puis arrondis au centieme).

-

Démasquer les fausses regles Pour chaque égalité, dire si elle est vraie pour tous réels a > 0 et
b > 0. Si elle est fausse, donner un contre-exemple numérique.

a) In(a+b)=Ina+Inbd b) In(2a) =2Ina

¢) In(a?) =2Ina d) E—Z =1In (%)

e) ln(%):—lna f) (Ina)?> =2Ina

@ CALCULER AVEC LES PROPRIETES

|
Remarque 2 (Les régles 4 utiliser). In(ab) = Ina + Inb, In (%) =Ina-Inb,In(a") = nlna,Inya = 5 lna. Réflexe :

décomposer le nombre en produit de facteurs premiers.
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m Exprimer avecIn 2 et In 5 Ecrire chaque nombre en fonction de In 2 et In 5.
a) A=In10 b) B =1n50 c) C=1n0,4
d)D=In1,6 e) E =1nv20 f) F=1n0,25

@ RESOUDRE EN RESPECTANT LE DOMAINE

Remarque 3 (La condition d’existence d’abord). On écrit 'ensemble des x pour lesquels chaque logarithme est défini
(argument strictement positif), on résout, puis on rejette les solutions hors de cet ensemble. Ensuite: lna = Inb
a=betlna <Ilnb < a <bpoura,b>0.

4 . N
m Equations et inéquations avec le domaine
a) In(x +1) = In(3 — x) b) In (x%) = In(x + 6)
¢) 2lnx =1n9 d) In(x —1) <2
J
4 . )
m Inconnue en exposant Résoudre, puis donner le premier entier solution lorsque 'inconnue est un
entier 7.
a) 2" > 1000 b) 0,9" < 0,5
c) 5x1,02" >8 d) e 02 = 0,5 (¢ réel)
J

(5) DERIVERETETUDIER

1 ’ ! .
Remarque 4 (Les formules). (Inx)’ = - sur 10 ; +oo[ et (Inu)” = % pour u > 0. Les formules du produit et du

quotient s’appliquent comme d’habitude.

4 )
m Dériver Dériver chaque fonction sur |0 ; +oo[ (sur ]% ; +00[ pour g).
a) f(x)=Inx + x? b) g(x) =In(3x — 1) c) h(x) =x%*Inx
1
d) k(x) =In (x? +4) e) m(x) = 2—; f) n(x)=e‘lnx
J
4 . )
Etude complete Soit f(x) = Inx — x + 2, définie sur |0 ; +oo].
a) Déterminer les limites de f en 0" et en +oo.
b) Calculer f’(x) et montrer que f’(x) = 1—Tx Dresser le tableau de variations de f.
c) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a < f3, et en donner un encadrement
d’amplitude 0,1. )

Dépréciation d’un véhicule Un véhicule acheté 20 000 € perd 15 % de sa valeur chaque année. On
note V,, sa valeur au bout de n années.
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a) Exprimer V, en fonction de n.
b) Au bout de combien d’années la valeur passe-t-elle sous la moitié du prix d’achat? Sous le quart?

c) Que remarque-t-on entre ces deux durées? L'expliquer avec les propriétés du logarithme.

(6) POURS’AUTO-EVALUER

Remarque 5 (Cinq questions a se poser).

o Ai-je écrit la condition d’existence (arguments strictement positifs) avant de résoudre?
e Suis-je siir de ne pas avoir utilisé une regle inventée pour In(a + b) ou pour un quotient de logarithmes?
« Endivisant par In g, ai-je regardé son signe pour décider si I'inégalité change de sens?

’

‘. e U , .
« Pour dériver In u, ai-je bien écrit — avec le 1" au numérateur?
u

 Devant une limite avec In x et x, ai-je pensé aux croissances comparées ?
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Corrigé de l'exercice 1.

a) In7,39 ~2;In1=0;e® ~ 20.

1

b)e* =10 & x=m10~x230;e =1 & x=Inl=0;lnx =-1 & x=c¢!=-x0,37;
(§]

nx=0 & x=¢"=1.
Corrigé de I'exercice 2.

a) Fausse.a =b=1:In2~0,69maisln1+1In1 = 0.

b) Fausse.In(2a) =In2+Ina;aveca =1:1n2 = 0,69 mais2In1 = 0.

c) Vraie. Cest laregle de la puissance, In (") = n lna.

1 2
d) Fausse.a =c¢?,b=c: % =1= 2 mais In (%) = Ine = 1. Un quotient de logarithmes ne se simplifie pas.

e) Vraie. In (%) —Inl-Ina=—Ina.

f) Fausse. (Ina)? est le carré du nombre Ina, alors que 2Ina = In (a2); aveca =e: 1> = I mais2Xx 1 = 2.

Corrigé de I’exercice 3.
a) A=In(2x5)=In2+In5.
b) B=In(2%x5%) =In2+2In5.

c) Czln(%) =In2-Inb.
8 3
d) D:In(g) =1n(2%) - In5 = 3102 - In5.
1 1. 1 1
e) E:§ln20:§ln(2 X 5) 25(21n2+ln5):ln2+§ln5.

f) F :ln(i) = —In(2?) = —2In2.

Corrigé de I'exercice 4.

a) Conditions:x > —letx <3.Alorsx+1=3-x < x =1, quiconvient. S = {1}.

b) Conditions: x? > 0(doncx #0)etx > —6.Alorsx2=x+6 & x>-x-6=0 & x =30oux = -2.Les
deux vérifient les conditions ((-2)? = 4 = —2+6). S = {2 ; 3}. Attention : écrire In (x?) = 21n x aurait imposé
x > 0 et fait perdre la solution —2.

c¢) Condition:x > 0.2lnx =1In (x?) =In9 & x?=9 & x=3(carx >0).5 = {3}.

d) Condition:x > I.In(x —1) <2=In(e?) & x-1<e* & x<1+e%.S=]1;1+e%, soitenviron
118,39

Corrigé de ’exercice 5.

Inl
a) nln2>1n1000 & n > nl 0200 ~ 9,97 (In2 > 0). Premier entier : n = 10 (2'° = 1024).
n
In0,5 . .
b) nIn0,9<In0,5 & n> 09 ~ 6,58, le sens change car In 0,9 < 0. Premier entier : n = 7.
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In1,6
In1,02
In0,5

03 —5In0,5 = 5In2 ~ 3,47. Cest un temps de demi-vie : la quantité e~%
divisée par deux tous les 3,47,unite's de temps.

c) 1,02" > 1,6 & n >

~ 23,7. Premier entier : n = 24.

d) -0,2t =In0,5 < t = est

Corrigé de I'exercice 6.

a) f'(x)= % + 2x.

3

b) u:3x—1,u’:3:g’(x):3x_1.

1
c¢) Produit: h’(x) :2xlnx+x2><; =2xlnx+x=x(2Inx +1).

2x

d) u=x>+4,u" =2x:k'(x) = .
)u=x , U x:k'(x) .

1 .2
Xx"—InxX2x x-2xInx 1-2Inx
e) Quotient:m’(x) = = = nr_ nr

x4 x4 x3

1 1
f) Produit:n’(x) = e“Inx +e* X i e* (lnx + ;)
Corrigé de I'exercice 7.

| 2
a) En0*:lnx — —coet—x+2 — 2,donc f(x) — —oo.En+oo:forme«+oo—oo»;f(x)=x(n7x—1+;) avec

Inx [ s
HT — 0 (croissances comparées), donc la parenthése tend vers —1 et f(x) — —oo.
1 1-x , . .. .
b) f'(x) = i 1= — Le dénominateur est positif; 1 —x > 0 <= x < 1. f est croissante sur |0 ; 1],
décroissante sur [1 ; +oo[, avec un maximum f(1)=0-1+2=1.
b 0 1 +00
f'(x) + 0 -
1
—00 —0

c) Sur |0 ; 1], f est continue, strictement croissante, de limite —co en 0* a f(1) = 1 > 0 : une unique solution «
Sur [1 ; +oo[, f est continue, strictement décroissante, de 1 > 0 a —oco : une unique solution . Encadrements :

f(0,1) ~ 0,40 < 0 et £(0,2) ~ 0,19 > 0,donc 0,1 < @ < 0,2; f(3,1) ~ 0,03 > O et f(3,2) * —0,04 < 0, donc
3,1<p <32

Corrigé de I'exercice 8.

a) Perdre 15 % revient a multiplier par 0,85 : V,, = 20000 x 0,85".

In0,5

b) Moitié: 0,85" < 0,5 < n > 0.85 ~ 4,3 (sens changé, In 0,85 < 0) : 5 ans. Quart: 0,85" < 0,25 & n >
nuv,

In0,25
In0,85

~ 8,5:9ans.
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In0,25

c¢) La seconde durée est le double de la premiére (avant arrondi) : In0,25 = In (0,5%) = 21n0,5, donc 0085
nv,

In0,5

2%
In 0,85

. Diviser par 4, c’est diviser deux fois par 2 : le temps nécessaire double.
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