MATHEMATIQUES
Maitriser les droites et plans de l’espace

Une fiche d’exercices pour décrire droites et plans par des équations, etudier leurs
positions relatives et calculer des distances

Fiche de cours : Droites et plans de I'espace.

(1) POURQUOICETTE FICHE?

Décrire une droite ou un plan de 'espace par des équations est un exercice de traduction : on passe d’une donnée
géométrique (un point, une direction, une orthogonalité) a une écriture algébrique, puis on calcule. Les erreurs
viennent presque toujours d’une confusion de roles : un vecteur normal pris pour un vecteur directeur, une équation
cartésienne attribuée a une droite, un parameétre ¢ qui change d’une coordonnée a l'autre.

Cette fiche isole chaque geste : écrire et lire une représentation paramétrique, obtenir 'équation d’un plan dans les
situations courantes, démasquer les erreurs fréquentes, étudier les positions relatives dans tous les cas, calculer un
projeté orthogonal et une distance, puis réinvestir tout cela dans deux problémes concrets.

@ REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

Remarque 1 (Lire une représentation paramétrique). Dans x = xp +af,y = ya + bt,z = zp + ct, les constantes
donnent un point A et les coefficients de ¢ un vecteur directeur #. Un point appartient a la droite si un méme ¢ vérifie
les trois équations.

(" . )
m Ecrire, lire, tester Soit D ladroite de représentation paramétrique x = 3—2t,y = 1+t,z = —2+4t.

a) Donner un point et un vecteur directeur de D, puis les points de parametres t = 2ett = —1.
b) Ecrire une représentation paramétrique de la droite (AB) avec A(2 ; =1 ; 0) et B(0 ; 3 ; 1).
c) Lespoints M(—1 ; 3 ; 6) et N(1 ; 2 ; 1) appartiennent-ilsa D ?

d) Ecrire une représentation paramétrique de la droite 9’ passant par C(1 ; 1 ; 1) et parallele 2 D. Les droites
D et D’ sont-elles confondues?

J

(3) EQUATIONS DE PLANS

Remarque 2 (Quatre situations courantes). Point et vecteur normal : on recopie 7 en coefficients et on calcule d. Trois
points : on cherche 7 orthogonal a deux vecteurs du plan. Plan paralléle 2 un plan donné : méme vecteur normal. Plan

médiateur de [AB] : il passe par le milieu de [AB] et a pour vecteur normal AB.

( m Quatre plans a équationner Déterminer une équation cartésienne de chaque plan. W
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1
a) Py passe par A(2 ; —1 ; 3) etapour vecteur normal 77 | 3
=2
b) Py passepar A(1;2;0),B(0;1;1)etC(2;0; —1).
c) Pspasse par E(1 ; 1 ; 1) et est parallele au plan d’équation 2x — y + 3z — 5 = 0.

d) P, estle plan médiateur du segment [AB]avec A(1 ; 0 ; 2) et B(3 ; 4 ; 0). Vérifier le résultat en traduisant
MA? = MB?2. )

(4) DEMASQUERLES ERREURS

(" N

m Cing raisonnements a corriger Chaque raisonnement contient une erreur. La repérer et la corri-
ger.
1

a) «Le plan x — 2y + z = 4 a pour vecteur directeur [ -2 |. »
1

b) «M(3 ; 1 ; 2) appartientaladroitex =1+¢,y =1,z = 2¢,carpourt =2onax =3etpourf =1lona
z=2.»

c) «Ladroite déquation x + y — 2 = 0 coupe le plan P... »

d) «ii -1 = 0, donc la droite D est incluse dans le plan P. »

2
e) «Le plan de vecteur normal | 1 |passantpar A(1 ; 1 ; 1) apour équation 2x +y —z = 0.»
-1

() POSITIONS RELATIVES

Remarque 3 (Le bon test pour chaque couple). Droite et plan : calculer i - 71 (nul : paralléle, tester un point; non nul :
sécants, résoudre en t). Deux plans : comparer les vecteurs normaux (colinéaires : paralleles, tester un point; sinon
sécants selon une droite). Deux droites : comparer les vecteurs directeurs, puis chercher un point commun.

4 )
m Une droite face a un plan : les trois cas Soit P le plan d’équation x — 2y + 2z — 3 = 0.

a) Dy:x=1+t,y =t,z =2—t.Position relative et, le cas échéant, point d’intersection.
b) Dy :x =2t,y =1+t,z =2. Méme question.
c) D3:x=1+2t,y=1+t,z = 2. Méme question.

d) Donner une représentation paramétrique de la droite D, passant par l'origine O et orthogonale a P,
déterminer son point d’intersection H avec # et en déduire la distance de O a P.

J
~

/
m Plans entre eux, droites entre elles

a) Prix+y—z—-2=0etPy:2x—y+z—1=0.Justifier qu’ils sont sécants et déterminer une représentation
paramétrique de leur droite d’intersection (poser z = ).
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b) 3 :—2x — 2y + 2z + 1 = 0. Position relative de $; et P3?
c) Di:x=1+t,y=2—-t,z=3tetDy:x=2+2s,y =1—2s,z =3+ 6s. Position relative?

d) DietDs:x =5,y =3+s,z=1-s.Position relative?

(6) PROJETE ORTHOGONAL ET DISTANCE

4 o )
m Projeté, symétrique, distance

a) Déterminer le projeté orthogonal Hde M(2 ; —1 ; 3)surleplan® : x + y + z — 1 = 0, puis la distance de M
ap.
b) En déduire les coordonnées du symétrique M’ de M par rapport a P.

c) Déterminer le projeté orthogonal Kde A(1 ; 3 ; —2)surladroite D :x =2+t,y=t,z=1-t¢,puisla
distancede A a D.

J

(7) PROBLEMES EN CONTEXTE

(
Une pyramide a base carrée Dans un repere orthonormé, SABCD est une pyramide de base carrée
ABCDavec A(0;0;0),B(4;0;0),C(4;4;0),D ;4 ;0)etdesommetS(2 ; 2 ; 6).

3

a) Montrer que 7 | 0 | est normal au plan (SBC) et qu'une équation de ce plan est 3x +z — 12 = 0.
1

b) Déterminer le projeté orthogonal H de A sur le plan (SBC) et la distance de A a ce plan.

c) Calculer le volume du tétraedre ABCS en prenant ABC pour base. En déduire I'aire du triangle SBC, puis
la retrouver par un calcul direct.

J

Un drone prés d’une antenne Dans un repere orthonormé (unité : le metre, axe des cotes vertical),
un drone vole en ligne droite a vitesse constante : a I'instant ¢ (en secondes), il est au point M;(10+2¢ ; =5+ ; 30).
Le sommet d’une antenne est le point A(30 ; 20 ; 40). La réglementation impose de rester a plus de 15 metres de
’antenne.

a) Donner un vecteur directeur de la trajectoire et justifier que le drone vole 2 altitude constante.
b) A quel instant le drone est-il le plus proche de 'antenne ? Ot se trouve-t-il alors?
c) Laréglementation est-elle respectée?

d) Un mur vertical occupe le plan d’équation x + y — 60 = 0. A quel instant et en quel point la trajectoire le
traverse-t-elle?

J

POUR S’AUTO-EVALUER

Remarque 4 (Cinq questions a se poser).

e Ai-je utilisé un vecteur directeur pour la droite et un vecteur normal pour le plan, sans les confondre ?
« Pour tester 'appartenance d’un point a une droite, ai-je vérifié que le méme ¢ convient pour les trois coordon-
nées?
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« Pour I’équation d’un plan, ai-je calculé d avec un point du plan, puis vérifié avec un autre point?
 Apreésii - i1 = 0, ai-je testé un point pour distinguer droite incluse et strictement parallele?
« Pour un projeté orthogonal, ai-je écrit la bonne droite (dirigée par # pour un plan) ou la bonne condition

(1\—/Iﬁ -1l = 0 pour une droite)?
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Corrigé de I'exercice 1.

-2
a) Point (3 ; 1 ; —2), vecteur directeur#| 1 |.Pourt =2:(-1;3;6);pourt =-1:(5; 0 ; —6).
4
-2
—
b) AB| 4 |:x=2-2t,y=-1+4t,z =t.
1

c) M:3-2t=—-1donnef=2,puisy=3vetz=6v :MeD.N:t=1puisy=2vmaisz=2#1:N¢D.

d) Méme vecteurdirecteur:x = 1-2f,y =1+t,z =1+4t. Cest-ilsur ©?3—-2f = 1donnet = 1,puisy =2 # 1:
non. Les droites sont paralleles et distinctes.

Corrigé de I'exercice 2.

a) x+3y—2z+d=0;avecA:2-3-6+d=0,d=7.P1:x+3y—-2z+7=0.

-1 1 a
b) AB[-1 ,A_(i —2 |, non colinéaires. 7 | b [: —a—b+c =0eta—2b—c = 0; en ajoutant, —3b = 0, donc b = 0 et
1 -1 c
1
c=a:7|0| Equationx +z+d =0;avecA:d = -1.Py:x +z — 1 = 0. Vérification: B: 0+1-1=0,C:
1
2-1-1=0V.
2
c) Méme vecteur normal | -1|:2x -y +3z+d=0;avecE:2-1+3+d=0,d=-4.P3:2x -y +3z—-4=0.
3
2 1
d) MilieuI(2 ; 2 ; 1), vecteur normal AB| 4 ou plus simplement | 2 |. Equation x + 2y —z +d = 0; avecI:

-2 -1
2+44-1+d=0,d=-5.P4:x+2y —z—5=0. Vérification : MA? = MB? s¥crit (x — 1) + y2 + (z - 2)% =
(x—3)%+(y —4)? + 22, soit apres développement —2x — 4z + 5 = —6x — 8y + 25, Clest-a-dire 4x + 8y —4z —20 = 0,
oux+2y—-z-5=0.v

Corrigé de I'exercice 3.

a) Les coefficients de x, y, z donnent un vecteur normal au plan, pas un vecteur directeur. Un plan contient une
infinité de directions.

b) Le parametre doit étre le méme pour les trois coordonnées. Avec t = 2 (imposé par x = 3), on obtientz =4 # 2:

M¢ D.
1
c) Danslespace, x + y — 2 = 0 est 'équation d’un plan (de vecteur normal | 1 |), pas d’'une droite. Une droite se
0

décrit par une représentation paramétrique.

d) -7 = 0 donne seulement le parallélisme. Il faut vérifier qu’un point de D est dans # pour conclure a I'inclusion;;
sinon la droite est strictement parallele.
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e) Laconstante d a été oubliée: 2+ 1 — 1 +d = 0 donne d = —2. Equation correcte : 2x + y —z — 2 = 0.

1
Corrigé de I'exercice 4. 7| -2 |, ||| = 3.
2
1
o N , 2 5 2 4
a) u| 1 :ul-n:1—2—2:—3iO,secants.1+t—2t+4—2t—3:2—3t:O,t:gzl(g;g;g).
-1
5—4+8
Vérification : — - 3=0.V
2
b) #ip|1|:ily-7i =2—2+0 =0, paralleles. Point (0 ; 1 ; 2):0—2+4—3=—1# 0: strictement paralleles.
0

c) i3 = iy : paralleles. Point (1 ; 1 ; 2):1-2+4—3=0: D;estincluse dans P.

1 1 2 2
d) Dy:x=t,y=-2t,z=2t.DansP :t +4t +4t -3 =9t -3 =0,t = §:H(§ 3 g).Hestleprojeté
1
orthogonal de O : distance OH = 3 X 3=1.
Corrigé de ’exercice 5.
1 2
a) 71| 1 |et#a|—1|non colinéaires : sécants. Avecz =t :x+y =2 +tet2x —y = 1 —t; en ajoutant, 3x = 3,
-1 1
0
x=1,puisy =1+¢.Droite: x =1,y = 1+ ¢,z = t,de vecteur directeur | 1 |, orthogonal a7, (0+1—-1=0)et
1
A7 (0—1+1=0).V
-2
b) #13| -2 | = —21, : paralleles. Le point (2 ; 0 ; 0) de ; donne —4 + 1 = —3 # 0 : strictement paralleles.
2
2
c) ia| —2| =21 : paralleles. Le point (2 ; 1 ; 3) de Do est-ilsur D12t = 1 donney = 1 etz = 3 : les droites

sont confondues.

1 1

d) #i3| 1 [non colinéairea i |1 |. Pointcommun?1+t=set2—t=3+sdonnent2—t =4+t,t=-1,5 =0;
-1 3

alorsz : 3t = =3 et 1 — s = 1, différents. Non coplanaires.

Corrigé de I'exercice 6.
1
a) #1|1|. Droite par M dirigée parii :x =2+t,y = —-1+t,z=3+¢t.DansP : 2+t -1+t +3+t—-1=3+3t =0,
1
t=-1:H(Q ; -2 ; 2). Vérification: 1 — 2+ 2 — 1 = 0. v Distance MH = |¢| x ||ii]| = V3 ~ 1,73.
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7 . . —__) _1 ~_)
b) H estle milieude [MM’]: M’ = 2H — M, soit M’(0 ; —3 ; 1). Vérification : HM" | -1 | = MH. v/

-1
Lt 5 11 5 2
- - -
Q) KQ2+t;t;1-8),i| 1| AR t—3.AK-u:(1+ty+u—3y-@—t):3t—5:(gt=gzK(E-;g;—§)
-1 33—t
8/3
64+16+16 32 4vV6
AR —M3,AKQ:———3———:-§,AK:-%iz321
4/3
Corrigé de I'exercice 7.
2 2
—> —> , . I 4 e 4 < .
a) SB[—-2]etSC| 2 |, non colinéaires.77-SB=6+0-6=0etn-SC=6+0-6=0.Equation3x +z +d =0;
—6 -6
avecB:12+d =0.(SBC) : 3x + z — 12 = 0. Vérificationavec S: 6 + 6 — 12 = 0. v/
, - 6 18 6 .
b) Droite par A dirigée par7i: x =3t,y =0,z =t.Dansleplan: 9t +t - 12=0,t = 5 H (E ;0 ; 5) Distance

AH:?%@%&W.

4x4 1
c) Base ABC : triangle rectangle d’aire = 8, hauteur 6 (cotede S) : V = 3% 8 X 6 = 16. Avec la base SBC et

1 6v10 48 X 5 40
la hauteur AH : 16 = = X aire(SBC) x ——, donc aire(SBC) = = —— = 4V10 ~ 12,65. Calcul direct :
3 5 6V10 V10

BC = 4 et la hauteur issue de S tombe au milieu M(4 ; 2 ; 0) de [BC], avec SM = V4 + 0 + 36 = 2V10 : aire
1
= §><4><2V1O =4v10.V

Corrigé de ’exercice 8.

2
a) 1| 1[. La cote vaut 30 pour tout ¢ : la trajectoire est parallele au plan horizontal (troisieme coordonnée de i
0
nulle).
2t — 20
b) Le point le plus proche est le projeté orthogonal de A sur la trajectoire. m t—25 |et A—M; 1l = 2(2t — 20) +
-10
(t —25)+ 0 =5t —65=0,donct = 13s. Position : M13(36 ; 8 ; 30).
6
c) m —-12|, AM;3 = V36 + 144 + 100 = V280 = 2V70 ~ 16,7 m. La distance minimale dépasse 15 m : la
-10

réglementation est respectée.

40

55 140
d)(u3+2ﬂ+m—5+t)—60=3t—55=(Lt=-§-z1&3gaupmnt(§—;-5;:m)z(4&7;1&3;3m.
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